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Аннотация 

Введение. В настоящее время в отечественной литературе приведено крайне мало сведений о разработке и при-

менении на практике численных методов исследования напряженно-деформированного состояния бетонных и 

железобетонных конструкций с учетом ползучести бетона. Как правило, при анализе длительного деформирова-

ния подобных конструкций расчетчики применяют эмпирический подход, основанный на использовании коэф-

фициента ползучести. Цель настоящего исследования заключается в верификации и валидации разработанного 

конечно-элементного алгоритма и соответствующего программного обеспечения на базе имеющихся в литера-

туре результатов экспериментальных исследований напряженно-деформированного состояния предварительно 

напряженных железобетонных балочных конструкций с учетом ползучести бетона. 

Материалы и методы. В качестве математического аппарата для моделирования процесса длительного дефор-

мирования железобетонных балочных конструкций применен метод конечных элементов в сочетании с шаговой 

процедурой численного интегрирования по временной координате результирующего операторно-матричного 

уравнения. Программный код реализован на базе вычислительной платформы Microsoft Visual Studio и компиля-

тора Intel Parallel Studio XE со встроенным текстовым редактором Intel Visual Fortran Composer XE. Процессы 

хранения и обработки рабочих массивов реализованы в терминах разреженных матриц. Для визуализации ре-

зультатов расчетов использована дескрипторная графика компьютерной системы Matlab. Все вычислительные 

эксперименты выполнены с помощью авторизированного комплекса Polygon. В задачи исследования входит 

оценка точности предлагаемой методики анализа длительного деформирования железобетонных конструкций 

при различных способах внешнего силового воздействия, включая эффект предварительного напряжения. 

Результаты исследования. Разработана и отлажена программа расчета железобетонных балочных конструкций 

в трехмерной постановке с использованием дискретной схемы армирования, согласно которой армирующий кар-

кас моделируется стержневыми (балочными) конечными элементами, а массив бетона — объемными. Для опре-

деления восстанавливающего усилия, обусловленного натяжением тросовой арматуры на бетон, применена двух-

мерная конечно-элементная модель, состоящая из ферменных и пружинных конечных элементов. Моделирова-

ние длительного деформирования выполнено в рамках теории линейной вязкоупругости в сочетании с принци-

пом наложения воздействий. 

Обсуждение и заключение. Выполнен сравнительный анализ результатов натурных и вычислительных экспери-

ментов исследования напряженно-деформированного состояния железобетонных балок прямоугольного попе-

речного сечения с пост- и преднапряжением. Предлагаемая методика позволяет выполнить расчет предвари-

тельно напряженных железобетонных балочных конструкций при переменном характере квазистатического 

нагружения с учетом линейной ползучести бетона. 

Ключевые слова: метод конечных элементов, ползучесть бетона, предварительное напряжение, железобетонные 

балочные конструкции 
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Abstract 

Introduction. Currently, there is very little information in the Russian literature on the development and practical appli-

cation of numerical methods for studying the stress-strain state of concrete and reinforced concrete structures, taking into 

account the creep of concrete. As a rule, when analyzing the long-term deformation of such structures, calculators apply 

an empirical approach based on the use of the reduced modulus of deformation in combination with the coefficient of 

creep. The purpose of this study is to verify and validate the developed finite element algorithm and the corresponding 

software based on the results of experimental studies of the stress-strain state, prestressed reinforced concrete beam struc-

tures, taking into account the creep of concrete, available in the literature.  

Materials and Methods. As a mathematical tool for modeling the process of long-term deformation of reinforced concrete 

girder structures, the finite element method was used in combination with a simple procedure for numerical integration 

along the time coordinate of the operator-matrix resulting equation. The program code is implemented on the basis of the 

Microsoft Visual Studio computing platform and the Intel Parallel Studio XE compiler with the built-in Intel Visual 

Fortran Composer XE text editor. The processes of storing and processing working arrays are implemented in terms of 

sparse matrices. The descriptive graphics of the Matlab computer system were used to visualize the calculation results. 

All of the computational experiments were performed using the authorized Polygon complex. The objectives of the study 

include evaluating the accuracy of the proposed methodology for analyzing the long-term deformation of reinforced con-

crete structures with various methods of external force action, including the effect of prestressing.  

Results. A program for calculating reinforced concrete beam structures in a three-dimensional formulation has been de-

veloped and debugged using a discrete reinforcement scheme, according to which the reinforcing frame is modeled by 

rod (beam), and the concrete array by volumetric finite elements. To determine the restoring force caused by the tension 

of the cable reinforcement on concrete, a two-dimensional finite element model consisting of truss and spring finite ele-

ments is used. The simulation of long-term deformation was performed within the framework of the theory of linear 

viscoelasticity in combination with the principle of superimposition of influences.  

Discussion and Conclusion. A comparative analysis of the results of field and computational experiments on the stress-

strain state of reinforced concrete beams of rectangular cross-section with post- and prestress is performed. The proposed 

method makes it possible to calculate prestressed reinforced concrete girder structures with variable quasi-static loading, 

taking into account the linear creep of concrete.  

Keywords: finite element method, creep of concrete, pre-tensile stress, reinforced concrete girder structures 

For citation. Gaydzhurov PP, Iskhakova ER, Savelyeva NA. Examples of Testing a Program for Modeling Long-Term 

Deformation of Prestressed Reinforced Concrete Beams. Modern Trends in Construction, Urban Planning and Territorial 

Planning. 2025;4(1):54–67. https://doi.org/10.23947/2949-1835-2025-4-1-54-67 

Введение. Общеизвестно, что бетон на протяжении последних двух столетий является самым распространен-

ным строительным материалом. На основе высокопрочного бетона, конструктивно армированного стальным кар-

касом, по всему миру возведены сотни уникальных высотных зданий, изготовлены морские платформы для до-

бычи углеводородов, выполнены защитные оболочки атомных реакторов. Без бетона трудно представить суще-

ствование гидроэнергетики, большепролетных мостов, метрополитена, масштабных автомагистральных развязок 

и транспортных туннелей. Вместе с тем, в отличие от не менее распространенной в строительстве стали, бетон в 

значительно большей степени подвержен деформации ползучести, которая существенно зависит от «возраста» 

связующего материала, размеров конструкции, характера и последовательности приложения или снятия внешней 
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нагрузки, а также температурно-влажностного состояния среды. Экспериментально установлено, что ползучесть 

существенно влияет на перераспределение внутренних усилий в бетонных и железобетонных конструкциях. При-

чем перемещения, обусловленные деформацией ползучести, могут в несколько раз превышать перемещения, вы-

званные приложением нагрузки в начальный момент времени. В настоящее время накоплен значительный экс-

периментальный и теоретический материал по ползучести бетона. Вместе с тем известные подходы к расчету 

бетонных и железобетонных конструкций с учетом ползучести ориентированы главным образом на решение за-

дач с относительно простой геометрией изделия и не учитывают технологической предыстории, связанной с об-

разованием начального напряженного состояния и эффекта наследования напряженно-деформированного состо-

яния, обусловленного историей нагружения конструкции. Поэтому актуальной является проблема разработки 

более общего конечно-элементного алгоритма, реализующего модель упруго ползучего тела, позволяющую учи-

тывать эффект быстро нарастающей ползучести в момент приложения эксплуатационной нагрузки, частичную 

обратимость деформации ползучести при снятии длительно действовавшей нагрузки (упругое последействие), 

различные способы и схемы преднапряжения арматуры. 

Цель исследования состоит в тестировании авторизированного конечно-элементного программного ком-

плекса путем сравнения полученных результатов с данными других авторов.  

Материалы и методы. В соответствии с постулатом Г.Н. Маслова — Н.Х. Арутюняна полную относитель-

ную продольную деформацию 𝛿(𝑡, 𝜏) бетонного образца призматической формы при сжатии принято представ-

лять в виде суммы [1–4]: 

𝛿(𝑡, 𝜏) =
1

𝐸(𝑡)
+ 𝐶(𝑡, 𝜏), 

где 𝜏 — параметр, соответствующий «возрасту» бетона; 
1

𝐸(𝑡)
 — упруго-мгновенная деформация образца; 𝐸(𝑡) — те-

кущее значение модуля деформации; 𝐶(𝑡, 𝜏) — деформация ползучести к моменту времени наблюдения t (𝜏 ≤ 𝑡 < ∞). 

Функцию 𝐶(𝑡, 𝜏) принято называть мерой ползучести. В зависимости от вида функции 𝐶(𝑡, 𝜏) деформация 

ползучести после разгрузки может быть полностью или частично обратимой [5]. Как отмечается в [1, 3, 4] функ-

цию 𝐸(𝑡) удобно аппроксимировать зависимостью: 

𝐸(𝑡) = 𝐸0(1 − 𝜉𝑒−𝛽𝑡), 

где Е0 — предельное значение модуля упругости бетона «зрелого возраста». 

Параметры 𝜉, входящие в выражение Е(𝑡), определяются опытным путем и зависят от состава и условий твер-

дения бетона. 

Выражения для функции меры ползучести: 

– Н.Х. Арутюняна [1]: 

𝐶(𝑡, 𝜏) = 𝜑(𝜏)[1 − 𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)];     (1) 

– С.В. Александровского [3]: 

𝐶(𝑡, 𝜏) = 𝜓(𝜏) − 𝜓(𝑡) (
1−𝐴2𝑒−𝛾𝜏

1−𝐴2𝑒−𝛾𝑡) 𝑒−𝛾(𝑡−𝜏) + 𝛥(𝜏)[1 − 𝑒−𝛼(𝑡−𝜏)].   (2) 

Здесь быстро убывающие функции: 

𝜑(𝜏) = С1 +
𝐴1

𝜏
, 𝜓(𝜏) = 𝐶3 +

𝐴3

𝜏
, 𝛥(𝜏) = 𝐶1 − 𝐶3 +

𝐴1−𝐴3

𝜏
. 

Отметим, что функция 𝜑(𝜏) была впервые предложена Н.Х. Арутюняном [1]. График функции 𝜑(𝜏) для раз-

личных значений параметров С1 и А1 приведен на рис. 1. На этом рисунке кривые 𝜑(𝜏) при 𝜏 → ∞ стремятся к 

предельному значению С1/𝐴1. 

Константы в выражениях (1) и (2) в единицах измерения, принятых в [3]: 

𝛼 = 6 сут–1; 𝛾 = 0,03 сут–1;𝐴1= 4,62∙10–5 
сут

кгс/см2 (4,7095·10–10 сут

Н/м2); 

𝐴2= 1; 𝐴3= 3,416∙10–5 
сут

кгс/см2 (3,48226·10–10 сут

Н/м2); С1= 0,975∙10–5 см2/кгс (9,9388·10–10 м2/Н); 𝐶3= 0,756∙10–5,5 см2/кгс 

(7,7064·10–11 м2/Н). 

В скобках указаны значения констант, переведенные в систему СИ. График функции 𝐶(𝑡, 𝜏) для различных 

значений 𝜏 в интервале t от 0 до 100 сут при использовании значений констант в системе СИ приведен на рис. 2. 
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Рис. 1. График 𝜑(𝜏) =
1

𝐴1
(𝐶1 +

1

𝜏
): 

1 — С1 = 0,975·10–5 см2/кгс; А1 = 4,62 10–5 сут ⋅ (кгс/см2)−1; 

2 — С1 = 0,238·10–5 см2/кгс; А1 = 1,85 10–5 сут.⋅ (кгс/см2)−1  

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Графики функций 𝐶(𝑡, 𝜏): 

а — Н.Х. Арутюняна [1]; б — С.В. Александровского [3] 

Сравнивая графики на рис. 2, а и 2, б при 𝜏 = 2 сут и t = 100 сут, устанавливаем, что величины 𝐶(𝑡, 𝜏), вычислен-

ные по формуле (2), почти в 2,5 раза превышают данные формулы (1). При 𝜏 равном 8, 14, 20, 30 сут и t = 100 сут 

значения 𝐶(𝑡, 𝜏), рассчитанные по формулам (1) и (2), мало отличаются. Следует также отметить более резкую 

начальную крутизну кривых 𝐶(𝑡, 𝜏) на рис. 2, б по сравнению с рис. 2, а.  

Для конечно-элементного анализа монолитных железобетонных конструкций с учетом ползучести бетона 

связь между напряжениями и деформациями представим в операторно-матричной форме: 

{𝜎(𝑡)} = [𝐸(𝑡)](1 − 𝑅){𝜀(𝑡)}, 

где {𝜎(𝑡)}, {𝜀(𝑡)} — векторы-столбцы напряжений и деформаций соответствующие моменту времени t; 

[𝐸(𝑡)] — матрица упругости (в общем случае размерностью 6×66 × 6); 𝑅𝜀𝑖𝑗 = ∫ 𝑅(𝑡, 𝜏)𝜀𝑖𝑗(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝜏1
, 𝑖, 𝑗 = 1,3 — ли-

нейный интегральный оператор, устанавливающий соответствие между текущими деформациями 𝜀𝑖𝑗 и «исто-

рией» длительного деформирования 𝜀𝑖𝑗(𝜏). 

В подынтегральном выражении введена так называемая наследственная функция 𝑅(𝑡, 𝜏) [3]. Известно, что от 

вида наследственной функции зависит реалистичность моделирования процесса ползучести, в частности учет 

отклика системы при частичном или полном снятии нагрузки. Применительно к теории ползучести бетона 

наследственного типа различают три основных направления [3, 4]: теория упругой наследственности; теория ста-

рения; теория упруго-ползучего тела. Рассмотрим более подробно основные особенности наследственных функ-

ций, составляющих основу каждой из перечисленных теорий. 

В теории упругой наследственности полагается, что при разгрузке происходит полная обратимость (обну-

ление) деформаций. Наследственная функция в данном случае имеет вид [3]: 

𝑅(𝑡 − 𝜏) = 𝐸0𝐶1𝛾𝑒−𝛾(1+𝐸0𝐶1)(𝑡−𝜏),     (3) 

где Е0 — начальный модуль упругости; С1, 𝛾 — константы, определяемые экспериментально по кривым ползучести. 
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График 𝑅(𝑡, 𝜏), построенный на основании выражения (3) для различных значений параметра 𝜏, приведен на 

рис. 3. Здесь и далее константы, входящие в (3), приняты такие же как в выражениях (1) и (2). Значение началь-

ного модуля упругости бетона 𝐸0= 2,55·1010 Н/м2. Для построения графика 𝑅(𝑡, 𝜏) использована среда компью-

терной математики системы Maple [6]. 

 
Рис. 3. График 𝑅(𝑡, 𝜏) согласно теории упругой наследственности  

Как видно, кривые на рис. 3 для различных значений 𝜏 копируют друг друга со смещением. Это объясняется 

тем, что в выражении (3) модуль упругости принят постоянным, т. е. эффект «старения» материала в данной 

теории не учитывается. Теория упругой наследственности применима только к «старому» бетону. В этом случае 

полагается, что деформация ползучести зависит только от продолжительности действующей нагрузки. 

Теория старения базируется на предположении о полном отрицании обратимости деформаций ползучести 

при частичной или полной разгрузке. Выражение для функции 𝑅(𝑡, 𝜏), учитывающее изменение деформацион-

ных свойств материала со временем, приведенное в могографии С.В. Александровского [3], имеет вид: 

𝑅(𝑡, 𝜏) =
1

𝐸(𝑡)
⋅

𝜕

𝜕𝜏
[𝐸(𝜏)𝑒− ∫ 𝐸(𝜏)

𝜕

𝜕𝜏
𝐶(𝜏,𝜏1)𝑑𝜏

𝑡
𝜏 ],     (4) 

где 𝐸(𝑡) = 𝐸0(1 − 𝑒−𝛽𝑡) — аппроксимация модуля упругих деформаций (параметр 𝛽 = 0,206 сут–1); 𝜏1 — «воз-

раст» бетона в момент загружения, сут. 

Визуализация функции 𝑅(𝑡, 𝜏) в виде графика, выполненная на основании выражения (4) в среде Maple, пока-

зана на рис. 4. 

 
«Возраст» бетона 𝜏 ≡ 𝜏1 в сутках 

 к моменту возникновения деформаций  

Рис. 4. График 𝑅(𝑡, 𝜏) согласно теории старения  

Как отмечается в [3], теория старения применима для расчетов бетонных и железобетонных конструкций при 

непродолжительном действии нагрузки. Причем в случае разгрузки данная теория приводит к существенному 

завышению деформаций последействия для «молодого» бетона и занижению этих деформаций для «старого» 

бетона. 

Теория упруго-ползучего тела учитывает частичную обратимость деформаций ползучести при разгруке. В 

монографии С.В. Александровского [3] в рамках теории упруго-ползучего тела предложено следующее выраже-

ние для наследственной функции бетона: 
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𝑅(𝑡, 𝜏) ≈ −
1

𝐸(𝑡)
{𝐾2(𝜏)𝐹′(𝜏)(𝑒𝛾𝜏 − 𝐴2) − 𝐾 ′(𝜏) −[𝐾(𝜏) (

𝑒𝛾𝜏 −
𝐴2

) 𝑒−𝜂(𝜏)]
′

∫ 𝐾(𝜏)𝐹′(𝜏)𝑒𝜂(𝜏)𝑡

𝜏
𝑑𝜏 +𝐵3(𝑡)𝑒−𝜇(𝑡)(𝑡−𝜏)}, (5) 

где (. . . )′ = 𝜕. . ./𝜕𝜏; 𝐵3(𝑡) = 𝐹′(𝑡)(𝑒𝛾𝑡 − 𝐴2)[𝐸2(𝑡) − 𝐾2(𝑡)] − 𝛼𝐸2(𝑡)𝛥(𝑡) + 𝐾 ′(𝑡) − 𝐸′(𝑡); 

𝜇(𝑡) =
1

𝐵3(𝑡)
{𝐵3

′ (𝑡) + 𝛾𝑒𝛾𝑡𝐹′(𝑡)[𝐸2(𝑡) − 𝐾2(𝑡)]−𝐹′2(𝑡)(𝑒𝛾𝑡 − 𝐴2)2[𝐸3(𝑡) − 𝐾3(𝑡)] − 𝛼𝐸(𝑡)[𝐸(𝑡)𝛥(𝑡)]′ − 

−𝛼2𝐸3(𝑡)
𝛥(𝑡)

𝐾(𝑡)
+

1

2
𝐹′(𝑡)(𝑒𝛾𝑡 − 𝐴2)[𝐸2(𝑡) − 𝐾2(𝑡)]′ +2𝛼𝐸3(𝑡)𝛥(𝑡)𝐹′(𝑡)(𝑒𝛾𝑡 − 𝐴2)}; 

𝐾(𝑡) =
𝐸(𝑡)

1+𝛥(𝑡)𝐸(𝑡)
. 

Для быстро убывающей функции 𝛥(𝑡) в монографии [3] предложены следующие зависимости: 

1) 𝛥(𝑡) = (0,25 + 0,99−𝛼𝑡) ⋅ 10−5; 

2) 𝛥(𝑡) = 𝐶1 − 𝐶3 +
𝐴1−𝐴3

𝑡
; 

3) 𝛥(𝑡) = (
80

𝑡
+ 2,714) ⋅ 10−7; 

4) 𝛥(𝑡) = (11,2 + 34 ⋅ 𝑒−0,125⋅𝑡) ⋅ 10−7. 

График функции 𝛥(𝑡), построенный с использованием приведенных выражений для 𝛥(𝑡), показан на рис. 5. 

Цифрами обозначены кривые, соответствующие номерам зависимостей 𝛥(𝑡). 

 

Рис. 5. График функции 𝛥(𝑡) для зависимостей 1, 2, 3, 4  

Учитывая качественное совпадение кривых 𝛥(𝑡) на рис. 5, в дальнейшем будем использовать более универ-

сальную зависимость (2). 

Для придания формуле (5) вида, удобного для программирования, применим символьный процессор системы 

Maple [6]. Кривые функции 𝑅(𝑡, 𝜏) для различного «возраста» бетона, полученные с помощью вычислительной тех-

нологии [7], представлены на рис. 6. На рис. 7 приведен аналогичный график 𝑅(𝑡, 𝜏) из монографии [3]. Диапазон 

изменения парметра 𝜏 на рис. 6 и 7 примерно совпадает. 

Сравнивая графики 𝑅(𝑡, 𝜏) на рис. 6 и 7, устанавливаем, что кривые наследственной функции при одинаковых 

значениях параметра 𝜏 в пределах визуализации идентичны. Важно отметить, что на кривых 𝑅(𝑡, 𝜏), приведенных 

на рис. 6, отчетливо прослеживается учет так называемой быстро нарастающей ползучести, наблюдаемой на 

практике в момент времени 𝑡 = 𝜏 + 𝛿𝑡, где 𝛿𝑡 ≤ 1 сут [3]. 

 

Рис. 6. График 𝑅(𝑡, 𝜏) [7] 

 
«Возраст» бетона 𝜏 в сутках к моменту 

возникновения деформаций 

Рис. 7. График 𝑅(𝑡, 𝜏) [3] 
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Для «старого» бетона в монографии [3] рекомендуется следующее выражение для наследственной функции: 

𝑅(𝑡 − 𝜏) = 𝐴1𝑒−𝜌1(𝑡−𝜏) + 𝐴2𝑒−𝜌2(𝑡−𝜏),     (6) 

где: 

𝐴1 =
𝐸0

𝜌1−𝜌2
{(𝛾𝜓0 + 𝛼𝛥0)[𝐸0(𝛾𝜓0 + 𝛼𝛥0) − 𝜌2] + 𝛼2𝛥0 + 𝛾2𝜓0}; 

𝐴2 = 𝐸0(𝛾𝜓0 + 𝛼𝛥0) − 𝐴1; 

𝜌1,2 =
1

2
{𝛼 + 𝛾 + 𝐸0(𝛾𝜓0 + 𝛼𝛥0) ± 

± √𝐸0
2(𝛾𝜓0 + 𝛼𝛥0)2 + (𝛼 − 𝛾)2 − 2𝐸0(𝛾𝜓0 − 𝛼𝛥0)(𝛼 − 𝛾)}. 

При вычислениях 𝑅(𝑡 − 𝜏) в выражении (6) принимаем 𝛥(𝑡) = 𝛥0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜓(𝑡) = 𝜓0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Результаты исследования. В качестве первого тестового примера рассмотрим задачу о длительной деформа-

ции призматического бетонного образца цилиндрической формы при сжатии в осевом направлении. Результаты 

аналогичных физических экспериментов приведены в работе [8]. Диаметр и высота призматичекого образца, как и 

в [8], принимались равными 12 см и 30 см соответственно. К свободному торцу образца прикладывалось давление 

𝑝 = 15 МПа. Учитывая осевую симметрию геометрии и нагружения при конечно-элементном моделировании, рас-

сматривалась ¼ часть призматического образца. Шаг сетки принимался равномерным и равным 1 см. При назначе-

нии граничных условий на торцах призмы вводились связи, препятствующие радиальным перемещениям. Таким 

образом, узлы свободного торца имеют только одну степень свободы в виде осевого перемещения 𝑢𝑧. 

Для расчетов используем авторизированный комплекс Polygon [9, 10]. Полученные графики 𝑢𝑧~𝑡 для двух мо-

делей бетона и двух схем нагружения приведены на рис. 8. Начальный модуль упругости бетона Е = 2,8·104 МПа. 

Время наблюдения 200 сут. На правой части рис. 8 показан график 𝑢𝑧~𝑡 для режима нагружения и полной разгрузки 

при 𝑡 = 60 сут. 

  

Рис. 8. Графики перемещения 𝑢𝑧призматического образца: 

1 — модель упруго-ползучего тела (5); 2 — модель «старого» бетона (6) 

  

Как видно, для модели «старого» бетона (6) при разгрузке имеет место полная обратимость деформации ползучести. 

Визуализация распределения полей осевых перемещений 𝑢𝑧 и интенсивности напряжений 𝜎𝑖 для модели 

упруго-ползучего тела (5) и момента времени 𝑡 = 60 сут. представлена на рис. 9 и 10. 

 

𝑢𝑧, м 

 

Рис. 9. Картина распределения 𝑢𝑧 в 1/4 призматического образца при 𝑡 = 60 сут  

t, сут

1

2

-1,2

-1,0

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0 50 100 150 200

uz , м.10
3 -p

p

-1,2

-1,0

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

uz , м.10
3

0 40 80 120 t, сут

1

2

-0,001076

-0,0008606

-0,0006454

-0,0004303

-0,0002152

0



Современные тенденции в строительстве, градостроительстве и планировке территорий. 2025;4(1):54–67. eISSN 2949–1835 

  

  

С
тр

о
и

те
л
ь
н

ая
 м

ех
ан

и
к
а
 

 

61 

  

𝜎𝑖, МПа 

 

Рис. 10. Картина распределения 𝜎𝑖 в 1/4 призматического образца при 𝑡 = 60 сут  

На рис. 10 отчетливо прослеживается влияние принятых граничных условий на распределение напряжений 

по высоте призмы. Наибольшая концентрация 𝜎𝑖 = 113,9 МПа наблюдается на нижнем торце образца. 

Для исследования точности разработанного математического и программного обеспечения использованы ре-

зультаты натурных экспериментов на длительную ползучесть двухопорных балок при двухточечном нагруже-

нии, приведенные в [11]. В данных экспериментах предварительно напряженные железобетонные балки подвер-

гались длительному (в течение 4,5 лет) силовому воздействию. Поддержание постоянной нагрузки F = const 

обеспечивалось гидравлическими домкратами. 

Схема нагружения и варианты сечений балок приведены на рис. 11 и 12 соответственно (размеры указаны в 

миллиметрах). 

 

Рис. 11. Схема нагружения балки  

 

 
R-C 

 
R-S 

Рис. 12. Сечения балок серий R-C и R-S в середине пролета [11] 

На этих рисунках показаны схемы размещения «фоновой» продольной и «активной» предварительно напря-

женной арматуры. 

Согласно данным [11] в балках серии R-C создавалось начальное напряженное состояние путем обжатия бе-

тона в «возрасте» 28 суток по торцам с помощью тросовой арматуры. Это так называемые балки с пост напряже-

нием. Трос состоял из двадцати прядей номинальным диаметром 7,2 мм (площадь поперечного сечения одной 

пряди 38,70 мм2). Схема траектории «активного» армирования балки серии R-С представлена на рис. 13. При 

тестировании рассматривался вариант балки с параметрами: a = 0,115 м; b = 0,227 м. Предел прочности при рас-

тяжении для отдельной нити пряди 𝑓𝑝𝑡𝑘 составляет 1770 МПа. 

Преднапряжение в балке серии R-S создавалось по схеме натяжения арматуры на упоры. Через 28 суток после 

укладки бетона в соответствующую форму «активная» арматура «снималась» с упоров, и в балке возникало 

начальное напряженное состояние. 

Напряжение в «активной» арматуре для балок серии R-C и R-S назначалось, исходя из условия: 

𝜎 = 0,7𝑓𝑝𝑡𝑘. 

Тогда для балки серии R–C имеем: 

𝐹𝑝𝑟 = 𝜎𝑛𝐴𝑅−𝐶= 0,7·1770·10 6·20·38,7·10 - 6= 959 кН, 

где n — число прядей троса (n = 20); AR-C — площадь поперечного сечения пряди троса. 
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Рис. 13. Схема траектории «активного» армирования 1/2 части балки серии R-С  

Для качественной и количественной оценки восстанавливающего эффекта, обусловленного натяжением троса 

в балке серии R-C, используем вспомогательную двухмерную конечно-элементную модель. Данная модель об-

разована из ферменных и пружинных конечных элементов (рис. 14). При этом вертикальные реакции в пружин-

ных элементах 𝑟𝑖 эквивалентны дискретным значениям восстанавливающих усилий. 

 

Рис. 14. Схема для определения восстанавливающей силы  

В результате моделирования получаем: 𝐹𝑝𝑟
(𝑥)

= 958 кН; 𝐹𝑝𝑟
(𝑦)

= 51,1 кН. Эпюра распределения восстанавливаю-

щих усилий Frest приведена на рис. 15. 

 

Рис. 15. Эпюра восстанавливающих усилий 𝐹𝑟𝑒𝑠𝑡  

Преднапряжение в балке серии R-S создается восемью тросами  1/2′. Номинальный диаметр каждого троса 

10,9 мм (площадь сечения 93,3 мм2). Для данной серии усилие натяжения определяем по формуле: 

Fpr = 0,7·1860·10–6·93,3·10–6= 121,4 кН. 

Полагаем, что усилие 𝑞пр от предварительно растянутого троса в балке серии R-S действует на участке длиной 

𝑙р = 15∙𝑑, где 𝑑 — диаметр арматуры (рис. 16). Величину 𝑞пр определяем как отношение 𝐹𝑝𝑟/𝑙𝑝. 

 

Рис. 16. Схема преднапряжения в балке серии R-S  

Расчетная схема для 1/2 части балки серии R-C и соответствующая конечно-элементная модель с выделением 

массива бетона и арматурного каркаса приведены на рис. 17 и 18 соответственно. Величина силы, прикладывае-

мой к 1/2 части балки, Fsust = 63,75 кН. Для уменьшения концентрации напряжений в зонах приложения силы и 

опоре введены площадки толщиной 10 см. Материал площадок — сталь. 

 

Рис. 17. Расчетная схема 1/2 части балки серии R-C  
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Вид слева 
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Рис. 18. Конечно-элементная модель 1/2 части балки серии R-C  

Расчетная схема для 1/2 части балки серии R–S и соответствующая конечно-элементная модель с выделе-

нием массива и арматурного каркаса показаны соответственно на рис. 19 и 20. 

 

Рис. 19. Расчетная схема 1/2 части балки серии R-S  

 

  

 

 

Рис. 20. Конечно-элементная модель 1/2 части балки серии R-S  

Результаты конечно-элементного моделирования изменения прогиба 𝑢𝑦 в центре пролета балок серий R–C и 

R-S на этапах преднапряжения в «возрасте» бетона 14 сут и нагружения силой Fsust в момент времени 28 сут 

представлены на рис. 21, а. Расчетное время наблюдения составило 100 сут. На рис. 21, б приведены графики 

𝑢𝑦~𝑡, полученные экспериментально [11]. 

Как видно из рис. 21, а и 21, б, значения прогибов, полученные численно и экспериментально, в моменты 

времени 28 сут и 100 сут практически совпадают. 

Визуализация полей продольных 𝜎𝑥𝑥 и касательных 𝜎𝑥𝑦 напряжений для балки серии R-C (момент времени 

100 сут) показана на рис. 22 и 23. Аналогичные картины распределения напряжений 𝜎𝑥𝑥 и 𝜎𝑥𝑦 для балки серии R-S 

приведены на рис. 24 и 25. На рис. 22–25 представлены фрагменты балки, соответствующие участку 0 ≤ 𝑥 ≤ 3,71м, 

т. е. без зоны опирания. 
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Рис. 21. Графики 𝑢𝑦~𝑡: 1 — балка серии R-C; 2 — балка серии R-S  

 

𝜎𝑥𝑥, МПа 

 

Рис. 22. Визуализация распределения 𝜎𝑥𝑥 для балки серии R-C, t = 100 сут  

 

 

𝜎𝑥𝑦, МПа 

 

Рис. 23. Визуализация распределения 𝜎𝑥𝑦 для балки серии R-C, t = 100 сут  

 

 

𝜎𝑥𝑥, МПа 

 

Рис. 24. Визуализация распределения 𝜎𝑥𝑥 для балки серии R-S, t = 100 сут  
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𝜎𝑥𝑦, МПа 

 

Рис. 25. Визуализация распределения 𝜎𝑥𝑦 для балки серии R-S, t = 100 сут.  

Из приведенных результатов видно, что эффект от предварительного напряжения у балки серии R-S является 

более выраженным, чем у балки серии R-C. Так, у балки серии R-C при нагружении заданной силой Fsust в нижнем 

слое образуются растягивающие напряжения 𝜎𝑥𝑥 = 18,8 МПа, в то время как в балке серии R-S при такой же 

нагрузке в этой области наблюдаются сжимающие напряжения порядка 100 МПа. 

Определенный интерес представляет картина распределения напряжений 𝜎𝑥𝑦 для рассмотренных схем балок 

(рис. 23 и 25). Сравнивая данные на рис. 23 и 25, устанавливаем, что более однородное поле напряжений 𝜎𝑥𝑦 

соответствует балке серии R-S. Незначительные возмущения в распределении 𝜎𝑥𝑦 для этой балки наблюдаются 

в месте приложения нагрузки и области, прилегающей к опоре. При этом следует отметить, что фоновое арми-

рование для балок обеих серий назначалось практически идентичным. 

Обсуждение и заключение. Таким образом, анализ распределения перемещений и напряжений в рассмот-

ренных железобетонных балках с учетом ползучести бетона и предварительного напряжения, создаваемого тро-

совой арматурой, позволяет сделать следующее заключение. 

1. Распределенная схема «фонового» армирования с физической точки зрения позволяет наиболее реали-

стично моделировать совместную работу армирующего каркаса и бетонного массива.  

2. Предложенная концепция определения восстанавливающего усилия, обусловленного натяжением «актив-

ной» арматуры, может быть реализована в программных комплексах ANSYS, Лира САПР и SCAD Office, серти-

фицированных Российской академией архитектуры и строительных наук.  

3. Установлено, что значения прогибов рассмотренных балок, полученные численно и экспериментально, 

для моментов времени 28 сут и 100 сут практически совпадают. 

4. Анализ полей продольных и касательных напряжений в балках серии R-C и R-S для момента времени 100 

суток выявил существенное влияние схемы «активного» армирования на несущую способность исследуемых 

конструкций в плане появления растягивающих напряжений в бетоне.  

Разработанное математическое и программное обеспечение позволяет повысить точность и надежность проч-

ностных расчетов монолитных предварительно напряженных балочных конструкций из железобетона. 
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